Matematicas I 7—Febrero—08

1. Demuestra, por induccién sobre n > 1,

> k2¥=(n—-1)2"*"' +2 (2 puntos)
k=1

Solucién:
Si n =1, ambos miembros dan 2.

Supongamos cierta la igualdad para n > 1 y probémosla para n + 1:

n+1 n
> k2t = <Z W) (4 1)2" = (0= 1) 27 4 2) + (n+ 1) 27 =
k=1 k=1

=2"M o 42 =n2""2 42

2. En el conjunto N de los nimeros naturales fijamos un ntmero n # 0 y se
considera la relacién

R={(a,b) e NxN||b—al] <n}

. Es una relacién reflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva? (2 puntos).
Solucién:

La relacion es reflexiva, pues

la—al=0<n=a€RVaeN

Es simétrica pues
(a,b) e R=|b—a|<n=|a—b <n= (ba) €R

No es antisimétrica pues (0,n) € R, (n,0) € R, pero 0 # n.

Tampoco es transitiva pues (0,n) € R,(n,2n) € R, pero (0,2n) € R, pues
[2n| £ n.

3. Describe en el lenguaje que estimes oportuno un procedimiento para resolver
un sistema de congruencias enteras (caso de dos o mds). Aplicalo al sistema

r = 1 mod 2
x = 2 mod 3 (8 puntos)
r = 2 mod 5

Solucion:



Puede tomarse como modelo el procediminto de la pagina 48 del libro de texto.

Tomando las dos primeras congruencias

i

buscamos x = 1 + 2y cumpliendo la segunda, es decir

1 mod 2
2 mod 3

(8 puntos)

14+2y=2 mod 3

Operando,
2y =1 mod 3

Ahora el inverso de 2 mod 3 es el propio 2 y tenemos

y=2 mod 3

Tomando y = 2, tenemos = = 5. Pasamos a resolver, el nuevo sistema
x
x

r=5+6z—= - = =17

5 mod 6
2 mod 5

De la misma manera,

Y la solucién general es
17+ 60k, k€ Z

4. Describe en el lenguaje que estimes el algoritmo de Euclides para calcular el med
(ménico) de dos polinomios. Aplicalo al par (z® + 2% + 1,22 — 1). (5 puntos)

Solucién: Puede tomarse como modelo el procediminto de la pagina 54 del libro
de texto.

En particular, para f = 23 + 22+ 1y g = 22 — 1, tenemos en primer lugar
r = x + 2. Posteriormente, = 3, por lo que el med (mdénico) serd 1.

5. En el espacio vectorial V' = Ra[z] se considera la aplicacién h: V — V que
cumple
h(1)=1+2 h(l4+z)=2 h(l+z+2?) =2?

Se pide:
(a) Probar que h define un endomorfismo (1 punto).

(b) Matriz coordenada A de h en la base (1,z,2?%) (2 puntos).

(c) (Es diagonalizable? En caso afirmativo, encontrar una base de vectores
propios! de h (3 puntos).

Solucion:

I1a respuesta deben ser polinomios



(a) Puesto que la familia (1,1 + 2,1 + = + 22) es claramente libre? y tiene
tres vectores, es una base; por tanto, tales asignaciones definen un tnico
endomorfismo.

(b)
hz)=h(l+2—-1)=h(l+z)—h(1)=2—-(1+2)=1—-2z

h(z®) = h(1+ 2 +2° — (L+a)) = h(1+ 2 +2%) = h(l +2) = 2° 2

Por tanto, la m.c. de h es

1 1 -2
A=11 -1 0
0 0 1

(c¢) El polinomio caracteristico del endomorfismo es
-2 - 20 4+2=(x—1)(z*—-2)

V) =NI - A) =< (4,2,1) >

V(V2) = NH2I—-A) =< (1,V/2-1,0) >

V(=vV2) = NH2I - A) =< (-1,V2+1,0) >

Puesto que dim V(1) + dim V(v/2) + dimV(—v2) = 3 = dimV, A y, en
consecuencia, h es diagonalizable. Una base de vectores propios es

(4+2z+2%1+ (V2 — Dz, 1+ (V2 + 1))

6. Describe, en el lenguaje que estimes oportuno, un procedimiento que tome como
entrada una matriz ortogonal de orden 2 y dé como salida P ortogonal tal que
P!AP es una de

diglt, 1) (S0 T ae ]

Aplicalo a la matriz permutacién P ( 7 puntos).

Solucién: Puede tomarse como modelo el procedimiento de la pdgina 136 del
libro de texto.

Para la matriz dada
det(zI — P12) = (x — 1)(x + 1) = B = diag|[1, —1]

V(1) =N({ - P2) =< (1,1) >
V(=1)=N(-I - P3) =< (-1,1) >

Normalizando ambos vectores

2ningiin polinomio es c.l. de los anteriores



7. En el espacio euclideo R? se considera la afinidad ¢ de ecuacién

1 3/5 4/5 0
v=|( -1 |+| —4/5 3/5 0 | X
0 0 o0 1

v la simetria ortogonal ¢ de base el plano de ecuacién z = 0 se pide

(a
(b
(
(d
(e
(

C

)
)
)
)
)
f)

Probar que ¢ es un movimiento (1 punto)
Elementos notables de ¢ (1.5 puntos)
Ecuacién de h = ¢ o o (1.5 puntos)
Probar que h es un movimiento (1 punto)
Elementos notables de h (2.5 puntos)

Ecuaciones implicitas de la imagen, por h, de la recta

Solucion:

(a)

(b)

) x =0
r= { y = 1 (2.5 puntos)
3/5 —4/5 0 3/5 4/5 0
4/5  3/5 0 —4/5 3/5 0 | =13
0 0 1 0 0 1

Sean G, g las matrices de la ecuacion. Entonces,
rang(l — G) = rang(I — G|g) =2

por tanto, se trata de un giro axial de eje

_ 20 —4dy = 5
(I_G)X_g'“"'”{ Az 42y = —5

Por otro lado,
, 6 6 3
det(z] —G) = (x—1)(x —5:5—&—1) = —2cosa = —x = a = arccos

Para la ecuacion de h necesitamos la de o: puesto que el origen estd en
la base de simetria, la ecuacion es de la forma Y = SX y para calcular S
obtenemos los simétricos del primer punto fundamental A, pues los otros
dos son dobles. Ahora, A; se proyecta® en el (0,0,0), luego su simétrico es

(1,0,0) +2(—1,0,0) = (—1,0,0)

En definitiva la matriz S es diag[—1, 1, 1].

3esto es obvio pero puede calcular la proyeccién el lector que lo desee cortando la base = 0 con
larecta A1 + R < e; >



La ecuacion de h se obtiene de

X < SX < g+ G(SX)

es decir,
Y=g+ (GS)X
Operando,
-3/5 4/5 0
GS = 4/5 3/5 0
0 0 1
(d)
(GS)(GS) = S'G'GS = S'S =1
(e)

rang(I — GS) =1 < 2 =rang(I — GS|g)

Por tanto, se trata de una simetria especular seguida de una traslacion
paralela al plano de simetria.

El vector normal del plano de simetria se lee de
I-GHX=(0)= - =22 —y=0

Es decir, el vector normal del plano es u = (2,—1,0). Ahora,
<u,g+(GS—NX>=0= 4z -2y =3

que es la ecuacion del plano de simetria. Para el vector de traslacién,
tomamos el punto P = (3/4,0,0) en el plano y calculamos su imagen,
obteniendo h(P) = (11/20,—2/5,0). Por tanto, el vector de traslacién es
(—1/5,-2/5,0).

(f) La imagen de una recta por un movimiento es una recta. Tomamos pues
dos puntos P(0,1,0), Q(0,1,1) en r y calculamos sus imdgenes

—3/5 4/5 0

9P) = (L=LO)+ | 4/5 35 0 ) (0,1,0)' = 0/5.~2/5,0)
0 1
—3/5 4/5 0

9(Q) = (1,-1,0)" ( /5 3/5 0 | 011! =(0/5-2/51)
0 1

Y la ecuacion de la recta imagen se deduce de

rang<x o/ y+02/5 i)—l

Es decir,

|
©

br =
oy = -2



